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Hierdie hersieningsprogram is bedoel om u te help met die hersiening van
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kwartaal. Die doel is om u voor te berei om die sleutelbegrippe te verstaan
en u die geleentheid te gee om die vereiste standaard en die toepassing
van die kennis wat nodig is om in die NCS-eksamen te slaag, te bereik.
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* Funksies en Inverse funksies( + 35 van 150 punte in Vraestel 1)
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Liewe Leerder

Die hersienings materiaal vir kwartaal 2 is:
e Analitiese Meetkunde: 440 van die 150 punte van Vraestel 1
o Funksies en Grafieke (inverse funksies): £ 35 van die 150 punte van Vraestel 1
e Calculus: +35 van die 150 punte van Vraestel 1

Elk van die bogenoemde onderwerpe is soos volg saamgestel:
e ‘n Opsomming van kern konsepte in die onderwerp.
e Afdeling A, noodsaaklike vrae wat die leerders moet kan beantwoord om ten minste 30% in
Wiskunde te verkry.
e Afdeling B, dit is vrae op ‘n hoér vlak en is gemik op leerders wat 50% en meer wil behaal.
o Afdeling C, waar moontlik soos met funksies en grafieke, is vrae uit die graad 12 eksamen vraestel,
wat fokus op die inhoud van die onderwerp wat in graad 11 behandel is.

Maak asseblief seker om deeglik deur die opsomming van die kern konsepte aan die begin van elke
onderwerp te werk. Dit is noodsaklik voordat julle begin met afdeling A, B en C. Indien enige gedeelte
van die notas nie verstaanbaar is nie is dit belangrik dat jy ondersteuning daarin ontvang. Enige probleme
wat ondervind word dui aan op ‘n tekortkoming in die verstaan van sommige konsepte wat dan die
voltooiing van die vrae oor die onderwerp sal belemmer. Maak seker dat jy ondersteuning kry vanaf ‘n
tutor, onderwyser, raadpleeg jou handboek of kry aanlyn ondersteuning. Jy kan ook gebruik maak van die
tutonic videos om sekere konsepte beter te verstaan.

Deur die druk van die skakel,
https://drive.google.com/file/d/1zTP5b9tg4x5xir9chJcYOW4vonrEj0g4/view?usp=sharing kry jy toegang
na die Tutonic breinkaart met videos van Analitiese Meetkunde.

Deur die druk van die skakel,
https://drive.google.com/file/d/1y-xEL7Zt7RQhtdfPleL5BxXss7Fvogev/view?usp=sharing kry jy
toegang na die Tutonic breinkaart met videos van Funksies en grafieke. Die breinkaart dek Funksies en
grafieke, Inverse Funksies en Calculus.

Deur die druk van die blou balletjies by die bostaande breinkaarte kry jy toegang tot die video wat die
konsepte langs die bolletjie verduidellik.

Nadat jy deur die opsomming van die onderwerpe gewerk het begin om die vrae oor die onderwerp te
beantwoord. Toets jou antwoorde gereeld soos julle deur die materiaal vorder. Dit is belangrik om te weet
of julle antwoorde reg is voordat julle vorder na die volgende vrae. Jy sal baie leer deur te kyk na die
oplossings asook na die uitleg van die oplossing. As jy nie instaat is om ‘n spesifiecke vraag te begin nie,
is dit goed dat jy eers na die memorandum kyk want dit is deel van die leerproses. Merk die vraag en
maak seker om dit weer ‘n dag later te probeer. Spandeer ten minste 1 uur per dag aan wiskunde
hersiening asseblief.

Baie dankie dat jy elke dag jou Wiskunde hersien in jou voorbereiding vir die eksamen. Die besef van
gereelde werk in Wiskunde is die belangrikste tot sukses in die vak.

Als van die beste!!!!
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ANALITIESE MEETKUNDE

OPSOMMING:

1. OPSOMMING EN KENNIS VAN VORIGE GRADE

FORMULUS/KONSEPTE

Opsomming van prosedure

VOORBEELD

Veronderstel (x1; y1) en (x3; ) is
twee punte op ‘n a Cartesiese vlak.

A(—3; =5) en B (2; 3) is punte op ‘n
Cartesiese vlak.

Afstand of Lengte van ‘n lyn
Formule:

d=/(x;—x1)%+ (¥ — y1)?

Benoem die twee punte as
punt,; en punt, . Vervang
dan om afstand (d) te
bepaal.

Bepaal die lengte van AB:

d= (= %)%+ (v — y1)?

dap = V((2) = (=3))% +((3) — (-5))?
dag = J(2+3))2+ (3 +5)2

dag = +J(5))%2+ (8)2=+/89 = 9, 43

Middelpunt van ’n lyn:

Benoem die twee punte as

Bepaal die kodrdinate van E, die

punt, en punt, . Vervang | middelpunt van AB.
Xy + X1 Yo+ W1 dan om middelpunt te ("1_“‘2 : w)
; 2 2
2 2 ) bepaal. —34+2 —5+3
2 72
E( )
-1 -2
E(55%)
—g(=L. -
B E( 2’ 1)
Gradiént: Benoem die twee punte as | Bepaal die gradiént van AB.
_Y2™N punt; enpunt, . Vervang m=2
m= X, — X X=X
2 1 dan om gradiént te bepaal. _ (3—(-5) _ 345 _ 8
MAB = 5y"(C3 243 s

Ewewydige Lyne (|| lyne)
Die gradiénte van die lyne is
gelyk d.i.

m; =m;

Bepaal die gradiént van een
lyn, dan is die gradiént van
die ewewydige lyn
dieselfde.

Bepaal die gradiént van CD as CD || AB.

Loodregte Lyne (L lyne)

die produk van die gradiénte is -
1

d.i

mq Xmy = -1

Neem die omgekeerde van
die gegewe gradiént en
verander die teken.
2 .
Gegee m; = +3 dan is
3

m2= >

8

Myp = ¢

Mep _g want CD || AB
Bepaal die gradiént van CD as CD 1L
AB.

8
mAB —_ +E
mep = —= want CD L AB

Kollineére Punte A, B en C

Myp = Mpc

Bereken m van segmente;
een punt is gemeen.

ie. Myp = Mpc

Bepaal of die punte A(—3; —5), B (2; 3)
en C(7; 11) kollineér is.

8 _Y3—= )2
mAB=§ mBC_x3—x2
o _an-0
T M-
_(11-3)
Mpc = (7_ 2)
8
Mpc =2

Gevolglik is A, B en C Kollineér.




Gradiént (inklinasie) van ’n lyn
tan 8 = myp

0 is die inklinasie hoek

m>0- 6<90°

/

tanf = myp

™,

m<0-90°<8<180°

Gebruik die sakrekenaar om
tan~1(m) te bepaal.

Gebruik die positiewe waarde
van m.

As m negatief is, moet die
hoek wat u verkry van

180° afgetrek word.

(a) Bepaal die inklinasie van AB
8

Map =35 N tan @ = myp
~ tanf = E
6 = 57,99°

(b) Gegee S (-3; 2) en O (2; - 4) bepaal die
inklinasie van SO.

m _Y2™Nn 7 t
50 X2 —X1 \
N G Bl € T
Y @-(=3)
) N
M0 =75+ 3) .
-6
Mso = —

5
NB! Moenie die (—)

teken op die
rekenaar gebruik

tanf = mgo

. tanf@ = —g‘/

Verwysingshoek = 50,19°
6 = 180° —50,19°=129,8°

Vergelyking van ‘n Lyn

y=mx-+c Gebruik as m en ¢ bekend is. | Bepaal die vergelyking van die lyn met
gradiént 2 wat die y-as by -3 sny.
Vergelyking van die lynis: y = gx -3
Yy —yi=m(x —xq) Gebruik as 1 punt en die Bepaal die vergelyking van die lyn wat deur
gradiént gegee word. P(4;3) gaan met ‘n gradiént van -1.
y =y =mx —xq)
y—3=-1(x — 4)
y—3=—-x+4
. y=—x+7
Y-y, = Y2— )1 (x — xq) Gebruik as 2 punte gegee Bepaal dle vergelyking van die lyn passing
X2 — X1 word. wat deur die punte A(—3; —5) en B(2Z;3)

gaan.

y—y1=220 (- x)
y - (- 5)—2(3)( ~(-3)
y+5=22(x +3)

y+5:E(X+3)

y =§x+ 25—4—5
_ 8 1
Y=5* 7%




In Analitiese Meetkunde kan vrae gevra word wat vereis dat u die eienskappe van die verskillende
vierhoeke ken. Die eienskappe van die verskillende vierhoeke wat u in graad 10 geleer het, word in die
onderstaande tabel gegee. Die onderstaande tabel bevat 'n opsomming van die verskillende eienskappe
wat u moet toon vir 'n spesifieke vierhoek, om te bewys dat dit 'n Parallelogram, reghoek, ruit, vierkant,
trapesium of vlieér is.

Vierhoeke

Word gebruik om te bewys dat 'n vierhoek ‘n Parallelogram, Reghoek, Ruit, Vierkant,
Trapesium of Vlieér is.

A. Parallelogram

e | paar teenoorstaande sye is = en //

e 2 pare teenoorstaande sye is =

e 2 pare teenoorstaande sye is // any

e 2 pare teenoorstaande /£’¢e is = one
Hoeklyne halveer mekaar

B. Reghoek e bewys dat die figuur 'n parallelogram is
+ 1 hoek = 90° .
+ hoeklyne is = *+enige een

C. Ruit e bewys dat die figuur ’n parallelogram is

+ hoeklyne sny L
+ alle syeis = +enige een

+ hoeklyne halveer £’e

D. Vierkant

e bewys dat die figuur 'n parallelogram is
+ 1 hoek = 90° }
+ hoeklyne is =
+ hoeklyne sny L
+ alle syeis = }

+ enige een van hierdie

en

+ enige een van hierdie

=

Trapesium

1 paar teenoorstaande sye is //

F. Vlieér

e | paar teenoorstaande sye is =
e  hoeklyne sny 1 enigey 1




2. OPSOMMING VAN GRAAD 12 KONSEPTE

FORMULUS/KONSEPTE

Opsomming van prosedure

VOORBEELD

Vergelyking van ’n sirkel
met middelpunt
(0; 0) en radius r:

Vervang die punt op die sirkel
om 1?2 te kry.

Bepaal die . +
vergelyking van die m
sirkel met middelpuntt <~ J SN
D (0; 0) deur (-2; 3). U '

x> +yt=r
x2+y% =12 Sirkel formule
r2= 13
x2+y%2=13
Vergelyking van ’n sirkel | Bepaal die middelpunt van die Bepaal die vergelyking van die sirkel met
met middelpunt sirkel as dit nie gegee is nie en die | middelpunt L
(a; b) en radius r radius 7. by A(3; 2) en j \
(x—a)?+(y—b)?=r? D(-2;2)opdie ., [ * .
omtrek. A\ '3:2’ - /
S~

(x—a)?+ (y—b)? =1r? Sirkel formule
r= (= x)%+ 2 — )2
r=.(-2-3)2+ (2 - 2)?

r= JCOTFOF

r=+25=5

(x—3)2+(y—2)2=25

Raaklyn aan ’n sirkel :

y=mx+c

Bereken die gradient van die radius
wat die middelpunt met die kontak
punt verbind.

Om die gradiént van die raaklyn te
kry, gebruik

Myaakiyn- Mradius = -1

Vervang My qqkiyn €n die kontak
punt in die vergelyking van die
reguit lyn.

Vereenvoudig

Bepaal die vergelyking van die raaklyn aan
die sirkel met middelpunt M(-2; 1) en

C (3;-1). Cis die kontak punt van radius
en raaklyn. MC 1PQ.

Oplossing:
m _ V2 =M1
L ——
_ (- _ -1-1 _ -2
Mue = 322 3+2 5
mpg =+ want MC LPQ.
en C( 3; -1) is op die raaklyn
y—y1= rrst(x—xl)
y— (D=3 -3)
y+1= %x - 175
y = gx - 175 +1
5 13
y=oxX—=—

2 2




Algebraiese manipulasie
om die middelpunt van ’n
sirkel te bepaal.

Om die middelpunt van ‘n sirkel te

bepaal.

e Groepeer gelyksoortige
veranderlikes bymekaar,
konstante term op die RK

e Voltooi die kwadraat in elke

hakie deur 'n derde term by te tel.

e Aan die RK tel dieselfde getalle
by soos in elke hakie.

e Aan die LK kan elke hakie as ’n
volkome kwadraat geskryf word,
terwyl die RH vereenvoudig kan
word.

Gegee die vergelyking van 'n sirkel:

x24+ y24+2x—-12y—-12=0

e Groepeer gelyksoortige veranderlikes
bymekaar, konstante term op die RK
(x2+2x)+ (y2—-12y) = 12

e Voltooi die kwadraat in elke hakie deur
’n derde term by te tel. Aan die RK tel
dieselfde getalle by soos in elke hakie.

(22 + 2x+1) + (y%2 — 12 y +36) = 12+1436

e Aan die LK kan elke hakie as 'n
volkome kwadraat geskryf word, terwyl
die RH vereenvoudig kan word

(x+1D%+ (y—6)2=49

Middelpunt van die sirkel (a; b) = (-1; 6)

Om te bepaal of twee
sirkels mekaar,

a) Raak
b) Nie raak nie
c) sny

Afstand (D )tussen
middelpunte

Bepaal die radius van elke sirkel.
Dan die som van die radiu
d.i ™ + ;.

a) As twee sirkels mekaar raak dan
iss D=nr+ 1

b) As twee sirkels mekaar nie sny nie, dan
issD>r+1n

c) As twee sirkels mekaar sny, dan is:
D<r+mn

\




AFDELING A

Vraag 1 DBE NOV 2019

1. In die diagram is P, R(3;5),, S(—3; —7) en T(—5; k) hoekpunte van trapesium PRST PT || RS.
RS en PR sny die y — as by D en C(0;5) respektiewelik.
PTen RS sny diex —asbyE enF respektiewelik. PEF = 6.

P C0;5) 'T'R:']' )
”_/- &
/8 . / :
E O F x
16510 o
” JD
ﬁ[ ;-7
1.1 Skryf neer die vergelyking van PR. (1)
1.2 Bereken die:
1.2.1  Gradiént van RS. 2)
1.2.2  Grootte van 6 3)
1.2.3  Kooérdinate van D 3)
1.3 As dit gegee word dat TS = 2v/5 , bereken die waarde van k. (4)
1.4 Parallelogram TDNS, met N in die 4% kwadrant, is geteken. Bereken die koordinate van (3)
N.
1.5 APRD gereflekteer word in die y — as om AP'R’D’ te vorm, bereken die grootte van ZRDR'. (3)
[19]
VRAAG 2 DBE Feb-Mar 2018

In die diagram is P, Q(—7; —2), R en S(3;6) hoekpunte van 'n vierhoek. R is "n punt op die x —as. QR is
verleng na N sodat QR = 2RN. SN is geteken. 2 PTO = 71,57°en £ SRN = 6.

Bepaal: 53:6)

2.1 Die vergelyking van SR (D

2.2 Die gradiént van QP tot die naaste heelgetal. 2)

2.3 Die vergelyking van QP in die vorm y = mx + ¢ (2) s ~ .

2.4. Die lengte van QR. Laat jou antwoord in % L
wortelvorm. (2) e

2.5 tan(90° — @) (3)

2.6 Die oppervlakte van A RSN, sonder gebruik van ’n sakrekenaar. (6)

[16]



VRAAG 3 DBE NOV 2018

In die diagram is K(—1; 2), L en N(1; —1)
hoekpunte van A KLN sodat ZLKN = 78,69°. KL

(-1:2)

i

sny die x — as by P. KL is verleng. Die inklinasie 78.69°
van KN is 6. Die koordinate van M is (—3; —5). - 5 A
3.1 Bereken N
L
3.1.1 Die gradiént van KN. (2)
3.1.2 Die grootte van 8, die inklinasie
van KN 2 M(35)
3.2 Toon aan dat die gradiént van KL gelyk is aan 1. 2)
33 Bepaal die vergelyking van die reguitlyn KL in die vorm y = mx + ¢ 2)
34 Bereken die lengte van KN. 2)
35 Dit is verder gegee dat KN = LM
3.5.1 Bereken die moontlike kodrdinate van L. %)
3.5.2 Bepaal die koordinate van L as dit gegee word dat KLMN ’n parallelogram is. (3)
3.6 T is ’n punt op KL verleng. TM is geteken sodat TM = LM.
Bereken die oppervlakte van AKTN. 4
[22]
VRAAG 4 DBE NOV 2017
In die diagram is A, B(—6; —5) en C(8; —4)
punte in die Cartesiese vlak. F (3 ;3 %) en G
is punte op die lyn AC sodat AF = FG. E is
die x — afsnit van AB.
4.1 Bereken:
4.1.1 Die vergelyking van AC, in die E
vormy = mx + c. 4)
4.1.2 Die koordinate van G as die
vergelyking van BG
7x — 10y = 8is. G140
B (-6 ;-5)
4.2 Toon deur berekening aan dat die kodrdinate van A (2;5) is. 2)
4.3 Bewys dat EF || BG. 4
4.4 ABCD is ’n parallelogram met D in die eerste kwadrant. Bereken die kodrdinate van D. @)

[17]



VRAAG S

In die diagram is P(—4;5) en K(0; —3) die eindpunte
van die middellyn van die sirkel met middelpunt M. S
en R is respektiewelik die x — en y — afsnitte van die
raaklyn aan die sirkel by P. 0 is die inklinasie van PK

met die positiewe x —as.
5.1 Bepaal:
5.1.1 Die gradiént van SR

5.1.2 Die vergelyking van SR in die vorm
y=mx+c

5.1.3 Die vergelyking van die sirkel in die

vorm (x — a)? + (y — b)? =12

5.1.4 Die grootte van £PKR

DBE NOV 2017

5.1.5 Die vergelyking van die raaklyn aan die sirkel by K in die vorm y = mx + c.

5.2 Bepaal die waarde(s) van t sodat die lyn y = %x + t die sirkel by twee verskillende punte

sny.

53 Bereken die oppervlakte van ASMK.

VRAAG 6

In die diagram is die vergelyking van die sirkel met
middelpunt F

(x—3)2+ @y —-1)?2%=r2

S(6;5), is 'n punt op die sirkel met middelpunt F.
’n Ander sirkel met middelpunt G(m; n)

in die 4% kwadrant, raak die sirkel met
middelpunt F, by H sodat FH : HG =1 : 2. Die
punt J 1€ in die eerste kwadrant sodat H] ’n
gemene raaklyn aan beide sirkels is. JK is 'n
raaklyn aan die groter sirkel by K.

6.1  Skryf neer die kodrdinate van F. (2)
6.2  Bereken die lengte van FS. (2)

6.3  Skryfneer die lengte van HG.
6.4  Gee ’nrede hoekom JH = JK.

6.5 Bepaal:

6.5.1 Die afstand FJ, met redes, as dit gegee word dat JK = 20.

DBE NOV 2018

€)
@)

3)

(5)
[23]

6.5.2 Die vergelyking van die sirkel met middelpunt G in terme van m en n in die vorm

(x—a)?+@y-b?=r?

6.5.3 Die koordinate van G, as dit verder gegee word dat die vergelyking van raaklyn JK

X = 22 1s.

e
M

“
e
(7

+ X



AFDELING B

VRAAG 1

In die diagram is die sirkel met middelpunt O geteken in
die Cartesiese vlak.

MN is ’n raaklyn aan die sirkel by M.
N is 'n punt buite die sirkel met
koordinate N(11; —5)

1.1 Skryf neer die grootte van £2OMN. Gee ’n rede vir
jou antwoord. 3
1.2 As die vergelyking van die sirkel
x2—8x + (y+4)? =9is, dan:
1.2.1 Bepaal die koodrdinate van O. 2)
1.2.2 Bepaal die lengte van OM. 2)
1.3. Bereken die lengte van MN. (4)
VRAAG 2

In die diagram raak die sirkel met middelpunt M die
x —as by A(—1;0) en die y —as by B(0; 1). A kleiner
sirkel, met middelpunt N (—% E) , gaan deur M en sny

' 2

die groter sirkel by B en C.BNC is 'n middellyn van
die kleiner sirkel. n Raaklyn getrek aan die kleiner
sirkel by C sny die x —as by D.

2.1

2.2

23

24

25

2.6

Bepaal die vergelyking van die sirkel
met middelpunt M in die vorm van

(x—a)*+(y—b)?=r? (3)

IEB NOV. 2018 (VRAAG 2)

DBE NOV 2019(VRAAG 4)

Ty

Bereken die koordinate van C.

Toon aan dat die vergelyking van die raaklyn CD y — x = 3 is.

Bepaal die waardes van t waarvoor die lyn y = x + t NIE die kleiner sirkel sal raak of sny nie.

Die kleiner sirkel met middelpunt N word getransformeer sodat punt C getransleer word al langs

die raaklyn na D. Bereken die koordinate van E, die nuwe middelpunt van die kleiner sirkel.

As dit is gegee word dat die oppervlakte van vierhoek OBCD 2a? vierkante eenhede is en a > 0,

7
toon dat a = % eenhede.

2
“

3)

3)

)
[20]



VRAAG 3 IEB NOV 2017 (VRAAG 8)

In die Cartesiese vlak hieronder, is 'n sirkel met middelpunt

by 0(3; 1) '
e Aen C(0; —2) is vaste punte op die sirkel.
e «CAB = 30°. et
e Bis a veranderlike punt op die sirkel.
0(3:1)
C(0;-2)
B
3.1  3.1.1 Bepaal die lengte van OC. 3)
3.1.2 BC beweeg al langs die sirkel totdat BC parallel is aan die x — as. Skryf neer die
nuwe koordinate van B. “4)
3.1.3 Bereken die grootte van 2CAB vir hierdie nuwe posisie van B. Gee alle redes. 4)

3.2 B beweeg vanaf sy oorspronklike posisie al langs die sirkel in *n antikloksgewyse rigting
totdat di met ¢ oppervlakte A OBC = g vierkante eenhede.

Vind die kortste afstand wat B langs die sirkel moet beweeg vir bogenoemde om te gebeur. (6)
[17]

VRAAG 4 IEB NOV 2017 (VRAAG 4)
In die Cartesiese vlak hieronder is ’n sirkel met (
middelpunt M geteken.

e Ais ’npunt op die x —as.
e Punt B 1€ op die sirkel en die x —as.
e Punt C 1€ op die sirkel en die y —as.

Die vergelyking van die sirkel is Me

(x—3)2 + (y+1)% =25.

Die lyn AC is ’n raaklyn aan die sirkel by C.
4.1 Skryf neer die koordinate van M. (D
4.2  Bepaal die kodrdinate van punt C 3)
4.3  Bepaal die vergelyking van die raaklyn AC. 3)
4.4. Bepaal die lengte van AB. Laat jou antwoord korrek tot een desimale plek. 4)

[11]



VRAAG 5§ IEB NOV 2016 (VRAAG 3)

In die diagram hieronder:

e Sirkel P raak die x —as en die y —as.

e Sirkel P raak sirkel Q by een punt.

o Sirkel Q raak sirkel R by een punt.

e Sirkel P het ’n radius van 5 eenhede.

e PQis parallel aan die x —as en RQ is parallel aan die y —as
PR sny die sirkels met middelpunte P en R by A en B respektiewelik.

~
W

5.1 As PQ =9 eenhede, bepaal die vergelyking van die sirkel met middelpunt Q. @)
5.2 Vind die lengte van lyn QR as die vergelyking van die sirkel met middelpunt R

(x —p)? +y?—22y = =117 is. 3)
53 Bepaal die lengte van AB, korrek tot twee desimale plekke. 4)

[11]



INVERSE FUNKSIES
OPSOMMING:

1. KABV UITTREKSEL UIT GRAAD 10-12

Graad 10 Graad 11 Graad 12
sekere hoeveelheid (uitsetwaarde) uniek :j fiok die funksi 2. Algemene konsep van die inverse van n
afhanklik is van 'n ander hoeveelheid van p op die gratiexke van die funksies funksie en hoe dit nodig mag wees om die

(Insetwaarde). Werk met verwantskappe gedefinieer deur: gebied van die funksie te beperk (om ‘n
tussen veranderlikes deur van tabelle, een-tot-een funksie te kry) om te verseker
grafieke, woorde en formules gebruik dat die inverse 'n funksie is.

te maak. Herlei gemaklik tussen hierdie 1T1Ly=f(x)y=alx+p)y +q 3. Bepaal en skets die grafieke van die in-
voorstellings verses van die funksies gedefinieer deur
Let wel: die grafiek gedefinieer deur y=ax+q, y= ax’
¥ = x moet bekend wees 12. y=f(x)= a +q y=b(b=0b=1)

vanaf graad 9. x+p ’

Fokus op die volgende eienskappe:
2. Punt-vir-punt-stipping van basiese 13. y = f(x) =ab™" " + gwaar b=0, b¥1 Die gebied en die terrein, afsnitte met die
T - asse, draaipunte, minimum en maksimum,

rafieke gedefinieer deur ¥ = X~ en - . . . waarders, asimptote (honsontale en vertikale),
¢ ¢ . 2. Onde_[ooek numeries die gem@de\de vorm en simmetrie, gemiddelde gradiént
gradiént tussen twee punte op n kurwe (gemiddelde tempo van verandering), inter-
el anveb’  beOenbelom en ontwikkel n intuitiewe begrip van die valle waarop die funksie toeneem/afneem.
S X e » b= - konsep van die helling van ‘n kromme by ‘n
: punt.

vorm, gebied (insetwaardes), terrein (uit-
setwaardes), asimptote, simmetrie-asse,
draaipunte en afsnitte op die asse (waar
van toepassing) te ontdek.

3. Ondersoek die invlioed van a en g op die

grafieke gedefinieer deur y = a.f(x) + ¢

waar f(x)=x, f(x)= 2, fi(x) =len
x

Fx)=b", b>0b=1L

2. TERMINOLOGIE:

¢ Dic definisieversameling is die versameling van alle moontlike x —waardes wat die funksie "laat
werk" en werklike y —waardes lewer.

e Die waardeversameling van 'n funksie is die moontlike waardes van y.

¢ 'n Funksie is 'n verhouding waarin elke insetwaarde (x —waarde) slegs een uitsetwaarde
(y —waarde) het.

o Die vertikale lyn-toets kan gebruik word om te bepaal of 'n relasie 'n funksie is of nie.
As die vertikale lyn die grafiek slegs op een punt sny, stel die grafiek n funksie voor; as dit op
meer as een punt sny, stel die grafiek geen funksie voor nie.

e Funksionele notasie: die f (x) —notasie is 'n ander manier om die y —waarde in 'n funksie voor te
stel, y = f (x).

e Die inverse van 'n funksie word verkry deur die grafiek f om die lyn y = x te reflekteer.
Die inverse van f word geskryfas f~1.
Om die inverse van 'n funksie te vind, ruil die x = en die y —waardes om, en maak weer y die
onderwerp van die formule.



3. DIE MOEDERFUNKSIE EN DIE INVLOED VAN PARAMETERS

Invloed van Moederfunksie Invloed van p en q
a>0 f(x) = x? gx) = (x —2)? h(x)=(x—-2)?2 -4
\/ .y 7
6 Y 6
5 5
4
a<0 4 ) ;
/\ 3 3
PARABOOL 2 2 3
1 g] s2-1 123 k56
74737271101234 322!1_1oi2'34'5 -
-2 -2 3
i -4
Skuif 2 eenhede regs Skuif 4 eenhede af
(p <0) (g <0)
a>0 1 1
15t en 3de g(x) = m h(X) = ; -2
kwadrant Y o
HIPERBOOL | _ : j
29¢ en 49¢ S '
kwadrant Skuif 2 eenhede regs Skuif 2 eenhede af
) (r<0) (g<0)
el
b>1 f(x) =2* h(x) = 2*+2 px) =2*—-4
Stygend
EXPONENSIELE iy /
GRAFIEK ol /
= i
a > 0 i Teiean “ ------ 3 46 8
Box —as 0<b<1 N
2 /r
a0 iV b TR T . Ll =
onder x — as "5'45‘-2::l°'2346* _M°"“* _dj_‘
Skuif 2 eenhede links Skuif 4 eenhede af
(»>0) (q<0)




4. SKETS VAN GRAFIEKE

Parabool Hiperbool Eksponensiéle grafiek Logaritmiese grafiek
Standaard vorm y=ax*+bx+c y = a q y=a.b*?P +q y =log,x
y=a(x+p)?+q x+p
Yy =a(x—x)(x—x3)
Om die grafieke te Voorbeeld 1 Voorbeeld 2 Voorbeeld 3 Voorbeeld 4

skets, benodig jy:
y —afsnit (x = 0)
x —afsnit (y = 0)

Skets f(x) = —2x% — 8x + 10
OF
flx)=-2(x+2)*+18

Skets g(x) = x_—+21 —4

Skets h(x) = 2* — 4

Skets k(x) = log,x

b A y
Draaipunt e Ta) —— (=2:18) 1y y
b A (-p:a) o, ) h
(_%' _E) o /| all / =)
OF f © 1T03 — afsnit (x = 0) ﬂ | \ y=—4 X afsnt ° Asypmtoot
(_p; q) el | y — afsnit (x = 0) = /(2;0) * (1:0) —x—afsnit y=0) x
©0:6) cy-asme=0) | o U 0_;:_3_) _________________
Asimptoot(e) e Y = ZF isipmioot /
e x=-p (—5;7’ Xuo) x :
* ¥Yy=q
Definisie- X E€ER XER;x+—-1 X ER XER;x>0
versameling
Waardeversameling YyER;y<18 YVER;y+—4 YVER;y>—4 Yy ER
Simmetrie-as b y=x+c
*="%a Stel in (—p; q) = (—1; —4)
x=-2 =4 =-1+c
c=-3
y=x—3
OF
y=x—+cC
Stelin (=p; @) = (=1, —4)
“—4=—-(-1)+c
c=-5
y=—x—5




3. OM DIE VERGELYKING VAN 'N GRAFIEK TE BEPAAL

(1;-6)

Parabool Hiperbool Eksponensiéle grafiek Logaritmiese grafiek
y=ax*+bx+c y = a +q y=a.b*?P +q y =log,x
y=ax+p)?+q xX+p

Yy =a(x—x)(x—x;)
x —afsnitte gegee: Draaipunt gegee: Virpengq: Vir q: Vir a:
y=alx—x)(x—x3) y=a(x+p)?+q Begin deur die asimptote in die Begin deur die asimptote in Stel 'n punt op die grafiek in
vergelyking te vervang. die vergelyking te vervang. die vergelyking in
Vir a: Vir a:
Stel 'n punt op die grafiek Stel 'n punt op die grafiek in die Vir a: Vir enige ander: y
in die vergelyking in. vergelyking in. Stel 'n punt op die grafiek in die Stel 'n punt op die grafiek in .
vergelyking in die vergelyking in
y y : v
f Vir hierdie voorbeeld is
f gegee: y =a*+q
(0;10) X
§ —_ N Atui _
____________ o1 /ﬁ y
=5;0) ;0 « X (0:6) h (8;-3)
/ \ (2;—4) /
y=a(lx+5)(x—-1) 1G /2;0) y =log.x

Stel in: (0; 10)

10 =a(0+5)(0 — 1)

10 = —5a
a=-2
y=—-2(x+5)(x
y=-2x?—-8x+

10

y=a(x—1)>-6
Stel in: (2; —4):
4=a2-1)2-6
2 = a(1)?

a=2
y=2(x—-1)*-6

OF
y=2x%—4x—4

= —4
y x+1

Stel in: (0; —6)
a

—-6=—-—4
0+1
—2=a
y_x+1

Stelin: (2;0):
0=a%-4
a’> =4
a=2
y=2*—-4

Stel in:(8; —3)
-3 =1log,8

Skryf in eksponensiéle vorm:
a3 =
1

a=§

y = logix
2




6.

TRANSFORMASIES

6.1 TRANSLASIE

e p >0 horisontale skuif na links
e p <0 horisontale skuif na regs
e q>0 vertikale skuif op
e <0 vertikale skuif af
VOORBEELD: Transleer 3 eenhede op. Transleer 2 eenhede regs.
Notasie: f(x)+ 3 Notasie: f(x —2)
PARABOOL f(x) = 22 h(x) = x* +3 g = (x—2)°
f 7 h 8 g\;
6 7
5 6
4 5
3 4 4
5 3
1 2 2
1 1
432110012 3 4 0 0
-1 —4-3-2-110123 -3-2-11101 2 3 45
- -1
,2, 2 2
6.2 REFLEKSIE:
e REFLEKSIE in die (x —as) OF indielyn y =0 Notasie: f(x) » —f(x)
e REFLEKSIE in die (y —as) OF indielyn x =0 Notasie: f(x) = f(—x)
e REFLEKSIE indielyn y = x Notasie:  f(x) — f~1(x)
VOORBEELD: h(x) =x*+3 g(x) = (x — 2)? fi y=x?
> k(x) = —x* - 3 > Pp@) = (—x - 2)° flox=y?
PARABOOL Ly =+/x
6
f
5
4
3 fﬁl
2
1
3 -2 10 1t 2 3 4 5 6
=
-2
EKSPONENSIELE f(x) =2*+3 f(x)=2*-2 f(x) =2*
FUNKSIE - —f(x)=-(2% -3 S f(—x)=2"*-2 - f1(x) = log,x




7. GRAFIEKE EN ONGELYKHEDE:

VOORBEELDE:
PARABOOL
|
y J 4
S /
e \ 4 / f)>0 \ 5 / flx)>0
3 x<-1 \ 1 / x>3
fl) >0 \ 5 / f(:)>>30 — I B—.—‘—»
) x<-1 \ / R -1 3 x
) =0 ~A B—t—_ NOEL
x=-1 1 N+-s — T 3
e B /
\ 1 f(x)<o /
- -1<x<3
:; ) -2 “— < _‘4: :/ = 4 x
\ 2 —fl(z)x<<03 /
HIPERBOOL EKSPONENSIELE FUNKSIE
] 24 y i
: 5 h
gx) =0 g , Y £
| x<-2 T -5
| glx) =0 "
T - x>1
: = : G ——— (k=0 |
7 B 5 -4 3 P 1 Q ) — 3 x E x=>-1
......... T = -\\ D >
\ - = = 1o > X
E3ES2ES gx) =0 e T ) =
[ h(x) <0 h(x)=0
[ a0z, O s sl
R 1

LOGARITMIESE FUNKSIE
23, y
15 <
1
05 k(x)z0 ———
x=>1
E >
2 -1 0 =2 3 4

-05 | oS k(x) = 0
/ k(x) <0 = x=1

=1 / 0<x<1
in




8. INVERSE FUNKSIES

8.1 REGUITLYN

Voorbeeld 1: Gegee: f(x) =2x—4
1.1 Bepaal f~1, die inverse van f.
1.2 Skets die grafieke f , f~len y =

x op dieselfde assestelsel.

f1x) = %x+2

x =2y —4 (ruil x eny om)

Oplossing:
1.1 Soas, f(x) =2x—4
f: y=2x—4
o
L=2y=—x—4
~2y=x+4
LYy = %x + 2

Ons sé dan, die inverse funksie van f is:

1.2

¥

8.2 PARABOOL

Voorbeeld 2: Gegee: f(x) = 2x?
Bepaal 1, die inverse van f.
2.2 Skets die grafiecke f , f~! en y = x op dieselfde assestelsel.

2.1

Oplossing:
2.1
Soas, f(x) = x*
fio y=2
f_li x = y2

o y2 =X

Ly =tx

fH(x) = +Vx

(ruil x en y om)

Ons sé dan, die inverse funksie van f is:

2.2

(-1;1)

v

y=xt

x=1y?

. or y=2x
AR

R CHY

(1;-1

3.2 Skets die grafieke

Voorbeeld 3: (Parabool met beperking in definisie versameling).
Given: f(x) = —%xz ; x<0

3.1 Bepaal f~1, dieinverse van f.

f, fl en y = x op dieselfde assestelsel.

Oplossing:

3.1

Soas, f(x) = —%xz
1

f: y = —Exz

e ruil x en y om

F

yz = —2x

Ly = —2x

f1(0) = —~"2x

x<0

x=—2y* y<0

Ons sé dan , die inverse funksie van f is:

3.2

(0, 0)

-8,-4)

Kies slegs
negatiewe y




8.3
EKSPONENSIELE
EN
LOGARITMIESE
FUNKSIE

Die inverse van die
eksponensiéle funksie
f(x) = a*
(a>0;a+#1)is die
logaritmiese
funksie

fl(x) = log, x.

f(x)=a* en

f1(x) = log,x
0<ax<l1

dalend

Nota: Note:
o Die eksponensiéle grafiek f'is 'n toenemende funksie (a > 1) | o  Die eksponensiéle grafiek f is 'n dalende funksie (0 < a < 1)
e Die logaritmiese grafiek f~1 is 'n toenemende funksie e Die logaritmiese grafiek f~ is 'n dalende funksie

(a>1) 0<a<l
Definisie (D) — en Waardeversameling (W):

f D: x€R W:y>0
f1 W:y €R D:x>0

Inverse funksies:
Grafiek f~1 word verkry deur die grafiek f in die lyny = x te reflekteer. (die inverse van f)

e Asy=a* dan word die inverse funksie gegee deur x = a” wat ook geskryf kan wordas y = log,x

e As y=1log,x danword die inverse funksie gegee deur x = log,y wat ook geskryfkan word as y = a*

Asimptote:
e Die eksponensiéle grafiek f het 'n asimptoot
e Die logaritmiese grafiek f~1 het 'n asimptoot

y=0 (x— axis)
x=0 (y— axis)




AFDELING A - Gr 12 FUNSIES EN INVERSES

( Roetine vrae)

Let daarop dat sommige van die vrae in hierdie afdeling geneem, is uit MIND THE
GAP.

VRAAG 1
1.1 e 'n Funksie is 'n relasie tussen x en y, waar daar vir elke x —waarde

slegs een y —waarde is.
Om te besluit of 'n grafiek 'n funksie voorstel of nie, kan ons gebruik maak van die

vertikale lyn-toets.
S¢€ of die volgende grafieke funksies is of nie.

GRAFIEK A GRAFIEK B
y ,
o S VA

- }
/ v
\J
GRAFIEK C GRAFIEK D
5“ _\' \‘
a : . ‘,
4] —
- — |
3] : \
- ’ -
2 | / g
| i X
1 / L
’_/ 4_____-}-_
= 2 1 o 1+ ! Y

1.2 Voltooi die volgende sinne:
1) 'n Funksie moet langs die lyn gereflekteer word om die inverse
van die funksie te vorm.

(ii) Die notasie vir die inverse van 'n funksie f word geskryf as



VRAAG 2

Gegee: f(x) = 2x + 6.

2.1 Bepaal f~1(x).
2.2 Skets die grafieke f,f~! eny = x op dieselfde assestelsel.
Dui die afsnitte met die asse duidelik aan vir elk van die graficke f en f .
2.3 Bepaal die definisie- en waardeversameling van f en f~1
VRAAG 3
3.1 Skets f(x) = 2x?

Dui die afsnitte met die asse asook die kodrdinate van een ander punt op die grafiek van f
duidelik aan.

3.2 Bepaal die inverse van f(x).
3.3 Skets die grafieke f ™' eny = x op dieselfde assestelsel.
Dui die afsnitte met die asse asook die koordinate van een ander punt op die grafiek van

f 1. duidelik aan.

34 Bepaal die definisie- en waardeversameling van f en f~1.

VRAAG 4

Gegee: f(x) = —3x2

4.1 Bepaal die inverse van f(x) in die vormy =...........
4.2 Bepaal die definisie- en waardeversameling van f en f 1.
VRAAG 5

Gegee: f(x) =2*%
5.1 Bepaal f~1(x) indie vormy =...........
52 Skets die grafieke f, f~ eny = x op dieselfde assestelsel.
Dui die afsnitte met die asse asook die koordinate van een ander punt op die graficke van

f en f~1 duidelik aan.

53 Bepaal die definisie- en waardeversameling van f en f~1.



AFDELING B— Gr 12 FUNSIES EN INVERSES

(Komplekse vrae)

e Let daarop dat die vrae in hierdie afdeling uit vorige vraestelle geneem is. (Die jaar waarin die
vraag gevra is, word tussen hakies langs die vraag aangedui.)

VRAAG 1 (Maart 2016 — VRAAG 6)
Gegee: f(x) = %xz,x <0
1.1 Bepaal die vergelyking f~!in die vorm f~1(x) = ............

1.2 Skets die grafieke f en f~1 op dieselfde assestelsel. Dui duidelik die afsnitte met die asse
aan, sowel as die kodrdinate van een ander punt op elk van die grafieke f en f 1.

1.3 Is f~1 ‘n funksie? Gee ‘n rede vir jou antwoord.

VRAAG 2 (Nov 2015 — VRAAG 5)

Gegee: h(x) = 2x — 3 vir —2 < x < 4. Die x —afsnit van his Q.

X
2.1 Bepaal die kodrdinate van Q.
2.2 Skryf die definisieversameling van h™! neer.
23 Skets die grafiek h~1,toon die y —afsnit en die kodrdinate van die eindpunte duidelik aan.

2.4 Vir watter waarde(s) van x is h(x) = h™1(x) ?



VRAAG 3 (DBE 2015 - VRAAG 5)

Gegee: f(x) = G)x

3.1

3.2

33

34

3.5

3.6

3.7

Bepaal die waarde van f(—2).
Skryf die vergelyking van f~1(x) neer in die vormy =.........

Andrew het geen idee hoe om die grafiek van f~1 te skets nie. Verduidelik vir Andrew
hoe hy die grafiek van f kan gebruik om die grafick van f~1 te skets.

Vervolgens, of andersins, skets die grafiek van f 1. Dui ALLE afsnitte met die asse
duidelik aan.

Skryf die definisieversameling van f 1 neer.
Vir watter waarde(s) van x is f~1(x) > —2?

Gegee q = loglg
4

3.7.1 Bepaal die waarde van q.

3.7.2 Vervolgens, of andersins, bepaal die die kodrdinate van snypunt van f en f 1.

VRAAG 4 (Maart 2015-VRAAG 5)

Die grafiek van f(x) = a*,a > 1 word op die skets hieronder aangetoon. T (2 ; 9)1é op f.

4.1

4.2

43

4.4

"y

v

Bereken die waarde van a.
Bepaal die vergelyking van g(x) indien g(x) = f(—x).
Bepaal die waarde(s) van x waarvoor f~1(x) > 2.

Is die inverse van f ‘n funksie? Verduidelik jou antwoord.



VRAAG 5 (Nov 2014—VRAAG 5)

Gegee: f(x) = logax waar a >0.S G ; —1) is ‘n punt op die grafiek van f .

5.1

52

53

5.4

5.5

FS

y

-

Bewys dat a = 3.

Skryf die vergelyking neer van h, die inverse van f, in die vormy = ...... ..
Indien g(x) = —f(x), bepaal die vergelyking van g.

Skryf die definisieversameling van g neer.

Bepaal die waarde(s) van x waarvoor f(x) = —3.

VRAAG 6 (DBE 2014—VRAAG 6)

Die grafiek van g word gedefinieer deur die vergelyking g(x) = vax.
Die punt (8; 4) 1éop g.

6.1

6.2

6.3

6.4

6.5

6.6

Bereken die waarde van a.

Indien g(x) > 0, vir watter waardes van x sal g gedefinieerd wees?

Bepaal die waardeversameling van g.

Skryf die vergelyking van g~1 , die inverse van g, in die vormy =........ neer.

As h(x) = x — 4, bepaal ALGEBRAIES die kodrdinate van die snypunt(e) van heng.

Bepaal vervolgens, of andersins, die waarde(s) van x waarvoor g(x) > h(x).



AFDELING C— GR 11 FUNKISIES

(Vanaf vorige eksamen vraestelle)
NOTA:
e  Vrae vir hierdie oefening is saamgestel uit die vorige Nasionale eksamen vraestelle vir GR
11 en GR 12.
e Sommige vrae is aangepas.

VRAAG 1 (GR11 DBE NOV 2017)
Gegee f(x) = £+ 1 engx)=2"%-4

1.1 Bepaal f(—3).

1.2 Bepaal x as g(x) = 4.

1.3 Skryf die asimptote van f neer.

1.4 Skryf die waardeversameling van g neer.

1.5 Bepaal die kodrdinate van die x —en y —afsnitte van f.

1.6 Bepaal die vergelyking van die simmetrie-as van f met 'n negatiewe gradiént.

Los u antwoord in die vorm y = mx + c.

1.7 Skets die grafieke van f en g op dieselfde assestelsel. Toon duidelik ALLE afsnitte met
die asse en asimptote.

VRAAG 2 (GR11 DBE NOV 2015)

Die onderstaande skets stel die grafieke v
voor van ] }
) =— |
A is die snypunt van die asimptote van f. !
/|
— 0 i -\'k
_________________ g
| 7
1
1
1
2.1 Skryf die koordinate van A neer.
2.2 Gee die definisieversameling van f.
2.3 Gee die vergelyking van die horisontale asimptoot vir f(x) — 1.
2.4 Bepaal die koordinate van die x — en y —afsnitte van f.
2.5 Skryf die vergelyking van die simmetrie-as van f neer wat 'n negatiewe gradiént het.

2.6 Vir watter waardes van x is f(x) = 0 ?



VRAAG 3 (GR 12 DBE 2019 Vraag 5)

Die grafieke van k(x) = ax?+bx+c en h(x) = —2x + 4 is hieronder geskets.
Grafiek k het ‘n draai punt by (—1; 18). Sis die x —afsnitvan h en k.
Grafieke h en k sny mekaar ook by T.

3.1

3.2

33

34

3.5

3.6

3.7

(-1.18)

/[

Bereken die koordinate van S.

Bepaal die vergelyking van k in die vormy = a(x + p)? + q
Indien k(x) = —2x? — 4x + 16, bepaal die kodrdinate van T.
Bepaal die waarde(s) van x waarvoor k(x) < h(x)

Daar word verder gegee dat k die grafiek van g'(x) is.

(a) Vir watter waardes van x sal die grafiek van g konkaaf op wees?
(b) Skets die grafiek van g, en dui die x —waardes van die draaipunte en die
buigpunt duidelik aan.

Bepaal die waardes van k sodat f(x) = k gelyke wortels sal hé.

Bepaal die vergelyking h, as h die grafiek is nadat f TWEE eenhede na regs en EEN
eenheid opwaarts geskuif het, in die vorm y = a(x + p)? + q.



VRAAG 4 (NSC Maart 2011)

‘n Parabool f sny die x-as by B en C en die y-as by E. Die simmetrie-as van die parabool het 'n

vergelyking x = 3. Die vergelyking van die lyn deur E en C word gegee as g(x) = % — %
Aly
X
3 >
B 0] C
f
B
4.1 Toon aan dat die koordinate van C (7 ; 0) is.
4.2 Bereken die x — koordinaat van B.
4.3 Bepaal die vergelyking van f in die vorm y =a(x — p)2 +q.
4.4 Bepaal die vergelyking van die grafiek van h, die refleksie van f in die x —as.
4.5 Gee die maksimum waarde van #(x) as #(x) =1 —f(x).
4.6 Vir watter waarde(s) van x is f(x) =0
4.7 Vir watter waarde(s) vanx sal f'(x) <0

4.8 Vir watter waarde(s) vanx sal f(x) < g(x)



VRAAG 5 (GR12 NOV 2019 Vraag 4)

Hieronder is die grafieke van f(x) = x?+bx —3 en g(x) = %

e f het ‘n draaipunt by C en sny die x — as by (1; 0)
e D isdiey —afsnit van beide f en g. Die grafieke f en g sny mekaar ook by E en J.
e Die vertikale asimptoot van g gaan deur die ¢ x —afsnit van f.

-y |
| i
) L 4
| o
£\ i f.,IJ
'\I | ,.".I
I
|
y 8
g
W . D |
¢ \
Voo
A
|
5.1 Skryf die waarde van p neer.
5.2 Toonaandat a =3 en b = 2.
53 Bereken die kodrdinate van C.
54 Gee die waardeversameling van f.
5.5 Bepaal die vergelyking van die lyn deur C wat ‘n hoek van 45° met die positiewe x —as

vorm. Gee jou antwoord in die vorm y =........
5.6 Is die reguitlyn, wat in VRAAG 5.5 bepaal is, ‘n raaklyn aan f? Verduidelik jou antwoord.

5.7 Die funksie h(x) = f(m — x) + q het slegs een x —afsnit by x = 0. Bepaal die waardes
van m en q.



GR 12 - CALCULUS
DIFFERENSIAALREKENE - OPSOMMING

Tipe Vraag

Opsomming van prosedure

Voorbeeld van vraag

1. Bepaal die limiet van
eenvoudige funksies.

Verwyder die onbekende in
noemer en vervang die waarde
waarna geneig word in die
uitdrukking.

. 4h—h? . a*-36
lim - ; lim

h-0 a—6 a—6

2. Bepaal die gemiddelde
gradiént tussen twee punte.

Benodig die kodrdinate van
twee punte, gebruik formule
om die gradiént te bepaal

Indien f(x) = 2x3 , bepaal
die gradient tussen x = 1 en
x=2

3. Bepaal die gradiént by ‘n
punt.

Bepaal die afgeleide van die
uitdrukking, vervang die x
waarde van die punt

Indien f(x) = 2x3 , bepaal
die gradient waar x = 2

4. Bepaal die afgeleide deur
eerste beginsels.

Vanaf f(x), bepaal f(x + h)
en gebruik die afgeide formule

Bepaal f'(x) as f(x) = 2x?
vanaf eerste beginsels

5. Bepaal die afgeleide deur
die gebruik van afgeleide
re€ls

Vereenvoudig die uitdrukking
en bepaal die afgeleide. Let op
na die uitleg van uitdrukking

dy
Bepaal — as
p dx

y=2—vx=2(x+1)

6. Gebruik van verskillende
notasies vir die afgeleide.

Let op na die uitleg van
uitdrukking

' dy dA ds
£, dx +Dx, dx ’dt

7. Bepaal die draaipunte en
horisontale punte van
infleksie van kurwes

Stel die afgeleide gelyk aan
nul, en vervang terug in
oorspronklike vergelyking.

y=x?-3x—-4

8. Bepaal die x afsnitte van
die kubiese krommes

Stel y = 0, los die vergelyking
op. Raai 15t faktor,
faktoriseer verder ,benodig
dalk formule kwadratiese
vergelyking

Bepaal waar
y = x3 —5x% — 8x + 12 die
x-as sny

9. Skets kubiese graficke

Gebruik faktor stelling vir y
afsnit, x afsnitte ,en vir
draaipunt stel afgeleide = 0,
skets

Skets die grafiek
y =x3—5x%—8x+12

10. Bepaal die infleksie punte.

Stel 24€ afgeleide =0 en
vervang x waarde terrug in
oorspronklike vergelyking.

Bepaal die punt van infleksie
tussen die 2 stasionére punte
van y = x3 — 5x% — 8x + 12

11. Bepaal die vergelyking van
die raaklyn aan die
kromme.

y = mx + c , Vervang die x
waarde in dic afgeleide om m
te bepaal.Vervang die
x waarde in die oorspronklike
vergelyking om ‘n punt op die
kurwe te kry. Gebruik die punt
om c te bepaal.

Bepaal die vergelyking van die
raaklyn aan die kromme y =
35x2 — 4x + 1 by die punt
waarx =1

12. Maksimeer en minimeer
die lengtes, areas, volumes
ens.

Bepaal ‘n uitdrukking om die
situasie voor te stel. Stel die
afgeleide = 0, vervang x
waarde terrug in die
oorspronklike vergelyking.




NOTA:

e Vrae in die hersiening is saamgestel uit vorige Nasionale eksamen vraestelle vir GR 12.

AFDELING A

VRAAG 1. Bepaal f'(x) vanuit eerste beginsels indien gegee

1.1 f(x)=3x%2-5
1.2 fx)=—x>+4
1.3 flx) =2
1.4 flx) = x3

VRAAG 2. Bepaal :

2.1 Woipy=2x5+ 2
X if y=2x + 3
22 dy . _ 2
Elfy—(\/}—xz)
23 dy . _ 2 1 2
& ity=(-3)
2.4

die afgeleide van £ (x) = ( —5)2
1€ argeicide van X)=1|X X

2.5 . . 1 2
die afgeleide van p(x) = (x—3 + 4x)
2.6 x3-1
Dy ( x-1 )
1
2.7 D, [3 X2 — > x]
VRAAG 3.
3.1 As y = (x® —1)%, bewys dat Z—z =12x°/y, asx > 1.
3.2 Gegee: f(x) = 2x3 — 2x? + 4x — 1. Bepaal die interval waarvoor f konkaaf
opwaarts is.
3.3 g(x) = —8x + 20 is ‘nraaklyn aan f(x) = x> + ax? + bx + 18 by x = 1.

Bereken die waardes van a en b.

)
)
)

®)

3)

(4)

3)

€)

“

3)

€)

€)

“

®)



VRAAG 4

Gegee f(x) = 2x3 — 23x? + 80x — 84

4.1  Bewys dat (x — 2) ‘n faktor van f is.

4.2 Faktoriseer vervolgens of andersins f(x) ten volle.
4.3  Bepaal die x — kodrdinate van die draaipunt f.

4.4  Skets die grafiek van f, en benoem ALLE draaipunte en snypunte met die asse
duidelik.

4.5  Bepaal die kodrdinate van die y — afsnit van die raaklyn aan f wat ‘n helling van 40
het en wat f raak by ‘n punt waar die x — kodrdinaat ‘n heelgetal is.

VRAAG S

Die skets hieronder toon die grafieke van f(x) = (x —)?(x — k) en g(x) = mx + 12.
e AcenDisdie x — afsnitte van f.
e Bisdie gemene y — afsnitvan feng.
e Cen D is die draaipunte van f.
e Diereguitlyn g gaan deur A.

-

5.1  Skryfneer die y- koordinaat van B.
5.2 Bepaal die x- kodrdinaat van A.
5.3 Indien k = —3, bepaal die coordinate van C.

5.4  Vir watter waardes van x sal f konkaaf afwaarts wees.

2
2
4
3)

(6)

M
3)
(6)
3)



VRAAG 6

Gegee : h(x) = —x3 + ax? + bx en g(x) = —12x. P en Q(2; 10) is die draaipunte van h. Die
grafiek van h gaan deur die oorsprong.

6.1 Toon aan dat a =% en b =6.

6.2 Bepaal die gemiddelde gradiént van h tussen P en Q, indien dit gegee word dat x = —1 by P?
6.3 Toon aan dat die konkawiteit h verander by x = % .

6.4 Verduidelik die betekenis van die verandering VRAAG 6.3 met betrekking tot h.

6.5 Bepaal die waarde van x, gegee x < 0, waar die raaklyn aan h ewewydig aan g is.

VRAAG 7

Gegee: f(x) = (x +2)(x2 — 6x +9)

= x3—4x%2 -3x+18

7.1  Bepaal die koordinate van die draaipunte van die grafiek f.

7.2 Skets die grafiek van f, en bengem ALLE draaipunte en snypunte met die asse duidelik.
7.3 Vir watter waardes van x sal x. f'(x) <0

VRAAG 8

Gegee : f(x) = 3x3

8.1

8.2

8.3

8.4

Losop f(x) = f'(x)
Die grafieke f, f' en f", gaan almal deur die punt (0;0)
8.2.1 Vir watter van die grafieke sal ( 0;0) ‘n stasionére punt wees.

8.2.2 Verduidelik die verskil, indien enige, in die stasionére punte waarna daar in
VRAAG 8.2.1 verwys word.

Bepaal die vertikale afstand tussen die grafieke van f' en f" by x =1

Vir watter waarde(s) van x is f(x) — f'(x) <0

)

4
3)

(1
4

(6)
4
3)

3)

(1

2

3)
4



AFDELING B

VRAAG 1.

1.1 Gebruik eerste beginsels en bepaal die waarde van
ax3-x*\ .
Dx( ) , if x=2

2x2

1
12 f(x) = 4% —2**3—-128 en g(x) = 16x2

Bepaal die waarde van g(x), if f(x) =0

1.3 Die diagram hieronder toon die grafick van f(x) = x3 +x?2—x—1
4 vy

fx)=x*+x*—x—1.

&
o
'-n-.‘__-‘
A

1.3.1 Bepaal die afstand tussen A en B, die x- afsnitte.

1.3.2 Bepaal die koordinate van D, ‘n draaipunt van f.
1.3.3 Toon aan dat die konkawiteit van f verander by x = —%

1.3.4 Vir watter waardes van x is:
a) f(x)>0
b) f(0).f'(x) <0
VRAAG 2.

2.1 Die grafiek van f(x) = ax® + bx? + cx + d , waar a, b en ¢ reéle konstantes is het
die volgende eienskappe :

a>0,d=10
f(=2)=0, f(2)=0 en f(4) =0
f'0)=0, f'3)=0 en f(3) = -3

Gebruik die gegewe informasie, trek ‘n skets van die grafiek van f. Dui al die afsnitte
met die asse en die draaipunte duidelik aan.

(®)

©)

)
3)
3)

(1
3)

(6)



2.2 Die funksie gedefinicer deur f(x) = x3 + px + gx — 12 is hieronder geskets.
A(-4 ;36) en B is die draaipunte van f. g is ‘nraaklyn aan die grafiek by D.

v
1k
A(—4:36)

N
/N

2.2.1 Toonaandat p=5 en q=—8.

2.2.2 AsC(-1;0) ‘nx-afsnit van f is, bereken die ander x- afsnit van f.
2.2.3 Bepaal die vergelyking van g, die raaklyn aan f by D(1 ;-14).
2.2.4 Vir watter waardes van k sal f(x) = g(x) + k twee positiewe oplossings hé.
VRAAG 3.
Gegee: f(x) =x(x —3)> met f'(1)=f'(3)=0 en f(1) =4

3.1 Toon aan dat f ‘n infleksie punt by x = 2

3.2 Skets die grafiek van f, en dui al die draaipunte en snypunte met die asse duidelik aan.

3.3 Vir watter waardes van x is y = —f(x) konkaaf af.
3.4  Gebruik jou grafiek om die volgende vrae te beantwoord:
3.4.1 Bepaal die koordinate van die lokale maksimum van has h(x) = f(x —2)+ 3

3.42 Claire beweer dat f'(2) = 1.
Stem jy saam met Claire? Motiveer jou antwoord.

VRAAG 4.

‘n Maraton-atleet oefen tussen twee dorpe A en C. Hy begin by punt B wat tussen dorpe A en
C 1€. Die atleet loop van punt B na dorp C en dan weer terug na punt B. Die pad tussen die

dorpe is ‘n reguit lyn. Die verplasing S, in kilometer, vanaf punt B in ¢ ure, word gegee deur :

S(t) = —t3 +12t%2 - 32t
4.1 Hoeveel ure neem die atleet om terug te keer na punt B.
4.2 Bepaal die afstand tussen punt B en dorp C.

4.3 Bereken die maksimum snelheid wat die atleet tydens oefening bereik het

(6)
“4)
4
2

)
4
2

2
)

3)
)
4



VRAAG 5.
‘n 340 ml blikkie met hoogte h cm en radius r cm word hieronder getoon.

5.1

52

oy Lmae

Nt oD g

Bereken die hoogte van die blikkie in terme van die radius 7.

Bereken die radius van die blikkie, in cm, indien die buite-oppervlak ‘n minimum moet
wees.

VRAAG 6.

3)
(6)

‘n Boks word van ‘n reghoekige stuk karton gemaak, 100 cm by 40 cm, deur die ingekleurde dele
uit te sny en op die stippellyne, soos in die diagram hierbo aangedui, te vou.

6.1

6.2

6.3

100 cm

y A

|

v

D

Druk die lengte [ in terme van die hoogte h uit.

Bewys gevolglik dat die volume van die boks gegee word deur V = h(50 — h)(40 —
2h)

Vir watter waarde van h sal die volume van die boks ‘n maksimum wees.

(1
3)

)



